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Pourquoi ce livre ?

Q uinze ans ont passé depuis la première édition de ce livre, et de nom-
breux bons ouvrages de mathématiques pour la physique ont vu le jour —
signe que les physiciens ne considèrent plus les mathématiques comme un

savoir négligeable, signe également que les mathématiciens se tournent vers leurs
collègues physiciens et que le dialogue, une fois repris, est enrichissant pour les
deux disciplines.

Si ceux qui voient les mathématiques seulement comme un outil — ce qu’elles
sont aussi — sont légion, il est utile de rappeler que, comme le disait Galilée, le
livre de la Nature est écrit dans le langage des mathématiques1. Depuis Galilée et
Newton, les plus grands physiciens ont montré que la connaissance mathématique
permet de comprendre et d’utiliser plus facilement des notions physiques précises,
de les fonder solidement et, surtout, d’en créer de nouvelles2. Outre qu’elles as-
surent la rigueur indispensable à la pratique scientifique, les mathématiques font
également partie du langage naturel des physiciens. Même si, dans la pratique quo-
tidienne, la règle de trois et les bases des calculs intégral et différentiel suffisent,
une langue plus riche permet une profondeur de pensée incomparable. Einstein a
passé un temps considérable à apprendre la géométrie riemanienne pour concevoir
la théorie de la relativité générale, Heisenberg s’est formé en algèbre linéaire pour
mettre au point sa mécanique des matrices.

En fait, les deux champs de pensée sont parfois tellement peu discernables que
la médaille Fields, plus haute récompense dans le domaine des mathématiques, a
été décernée en  au physicien Edward Witten, qui a utilisé des idées physiques
pour (re)démontrer un théorème mathématique.

Comment lire ce livre ? — Ou plutôt, comment ne pas en lire certains passages.
Parce que le lecteur aura envie de se ménager, ou parce que ses goûts le porteront
plus naturellement vers certains des domaines exposés, voici un bref aperçu du
contenu de l’ouvrage :

• Le premier chapitre traite de convergences, et montre les difficultés qu’on peut
éprouver à intervertir des limites dans le cadre de modèles physiques. La néces-
sité, à un moment donné du raisonnement physique, d’intervertir deux limites
mathématiques, n’est pas toujours visible. De nombreux paradoxes apparents en
découlent.

1. « La philosophie est inscrite dans ce très vaste livre qui est éternellement ouvert devant
nos yeux — je veux dire l’Univers — mais on ne peut pas le lire avant d’avoir appris la langue
et d’être familiarisé avec les caractères dans lesquels elle est écrite. Elle est écrite en langue
mathématique et ses lettres sont des triangles, des cercles et autres figures géométriques, moyens
sans lesquels il est humainement impossible de comprendre un seul mot [...]. »

2. Je me bornerai à évoquer Newton (gravitation, calcul différentiel et intégral), Gauss (op-
tique, magnétisme et toutes les mathématiques de l’époque), Hamilton (mécanique, équations
différentielles, algèbre), Heaviside (calcul symbolique, traitement du signal), Gibbs (thermody-
namique, analyse vectorielle) et bien sûr Einstein... la liste est beaucoup plus longue. Richard
Feynman, qui dans son excellent cours [51] présente une vision très « physique » de l’art deman-
dant remarquablement peu de formalisme, maîtrisait assurément des mathématiques élaborées
comme en témoigne son travail de recherche.
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• Vient ensuite la théorie de l’intégration. On y expose brièvement (chapitre 2) les
fondements de la théorie de la mesure et de l’intégrale de Lebesgue ; ce chapitre
peut être omis en première lecture ; le chapitre 3 résume les techniques usuelles
du calcul intégral.

• Les chapitres 4 à 7 exposent les bases de la théorie des fonctions d’une variable
complexe :

— le chapitre 4 traite des fonctions holomorphes (c’est-à-dire dérivables au sens
complexe) et montre qu’elles sont analytiques. Certaines notions physiques,
comme par exemple la causalité, sont étroitement liées à l’analyticité de fonc-
tions sur C (section 15.4) ;

— la « méthode des résidus » (chapitre 5) est un formidable outil de calcul inté-
gral ;

— les fonctions harmoniques (vérifiant △f = 0) en deux dimensions sont utile-
ment reliées à la partie réelle d’une fonction holomorphe (chapitre 6) ;

— les transformations conformes (qui préservent les angles) permettent de sim-
plifier élégamment des problèmes de conditions aux bords en hydrodynamique
ou en électromagnétisme (chapitre 7).

• Les chapitres 8 et 9 sont consacrés à la théorie des distributions et à leur utilisation
en physique. Ils forment un ensemble relativement indépendant.

• Les chapitres 10 à 14 traitent des espaces de Hilbert, des séries de Fourier et
des transformations de Fourier et de Laplace, dont les applications physiques
sont innombrables. Le chapitre 15 traite d’applications à la physique. L’analyse
complexe est nécessaire à leur lecture.

• Plusieurs problèmes physiques précis sont posés et résolus pas à pas dans le cha-
pitre 16 grâce à la méthode des fonctions de Green. Cette résolution manque en
général dans les ouvrages d’électromagnétisme (où une solution est exhibée, sor-
tant tout droit du chapeau) ou de théorie des champs (où la méthode est censée
être connue). J’espère combler une lacune en présentant ces calculs (relativement
simples) menés de bout en bout, avec les notations des physiciens.

• Le chapitre 17 est une (trop) courte introduction aux notations de Dirac utilisées
en mécanique quantique : kets |ψ〉 et bras 〈ψ|. On y expose les notions de bases
propres généralisées et d’opérateurs auto-adjoints.

• Les chapitres 18 et 19 sont assez largement indépendants du reste de l’ouvrage. Ils
concernent le calcul tensoriel et l’utilisation des formes différentielles et ne sont,
à chaque fois, qu’une courte introduction au sujet.

• Le chapitre 20 a pour modeste et unique but de relier des notions de topologie et
de théorie des groupes à l’idée de spin en mécanique quantique.

• La théorie des probabilités (chapitres 21 à 23) est, pour ainsi dire, complète-
ment ignorée dans le cursus de l’étudiant en physique. Pourtant, la connaissance
du vocabulaire et des résultats essentiels des probabilités me paraît nécessaire
au physicien, qu’il soit théoricien (équations stochastiques, mouvement brow-
nien, mécanique quantique et mécanique statistique s’analysent avec la théorie
des probabilités) ou expérimentateur (bruits blancs gaussiens, erreurs de mesure,
écarts-type dans une série de données...).

• Enfin, des rappels élémentaires sont donnés en annexe, ainsi que quelques dé-
monstrations intéressantes dont la longueur interdisait qu’on les laissât dans le
texte.

De nombreuses applications physiques, utilisant les outils mathématiques mais avec
les notations des physiciens, sont présentes dans le texte. On pourra se reporter, dans
l’index, à l’entrée « Applications physiques ».
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Convergences et limites

Ce premier chapitre, élémentaire, consiste essentiellement en un rapide panorama de
la notion de convergence des suites et séries. Le lecteur qui a encore toutes ces notions
bien présentes à l’esprit peut directement passer au chapitre suivant.

Cependant, bien que les objets mathématiques exposés ici soient en principe connus,
certaines de leurs propriétés sont parfois surprenantes. Nous verrons notamment que,
dans le cas d’une série convergente, un simple changement de l’ordre de la sommation
peut en changer la somme.

Nous proposons, pour se mettre en appétit, un problème physique dans lequel un
processus de passage à la limite (trop rapide) se trouve plus ou moins caché. Il conduit à
un paradoxe apparent, qui est levé lorsque le processus de limite est explicitement écrit.

1.1 LE PROBLÈME DES LIMITES EN PHYSIQUE

1.1.a Un paradoxe énergétique

Un camion de massem suit une trajectoire rectiligne, à la vitesse v = 60 km ·h−1.
Pressé par le temps, le camionneur appuie sur le champignon jusqu’à atteindre la
vitesse v′ = v +∆v = 80 km·h−1. Au cours de cette accélération, des forces (sup-
posées non dissipatives) s’exercent entre le camion et la Terre, dont le détail est
inutile car nous allons raisonner uniquement en termes de bilan énergétique, dans
le système {camion + Terre}, supposé isolé.

Le changement de vitesse du camion a un coût énergétique, égal à la différence
d’énergie cinétique

∆Ec =
1
2 m
[
(v +∆v)2 − v2

]
(.)

puisque la Terre, infiniment plus massive que la camion, ne change pas de vitesse.
En simplifiant outrageusement le modèle, cette quantité d’énergie se retrouve di-
rectement au niveau de la consommation de gazole du camion1.

1. Illustrons l’expérience, en notant ℓ la quantité de carburant nécessaire pour augmenter
l’énergie cinétique du camion ; en tenant compte du pouvoir calorifique du gazole, d’un rendement
thermodynamique du moteur de 0,20 et d’une masse de m = 10 tonnes, on peut estimer le produit
ℓm = 10−4 L·km−2 ·h2. Ainsi, pour passer de 60 à 80 kilomètres par heure, la quantité de gazole
consommée est

ℓ∆Ec =
1
2
ℓm (v′2 − v2) = 1

2
ℓm (3,6)2(6 400 − 3 600) = 0,14L.
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L’intégrale selon Lebesgue

Ce chapitre traite de la théorie des intégrales : on y présente les principes de construc-
tion de l’intégrale de Riemann, les limitations de cette construction, puis la théorie de
l’intégrale dite « de Lebesgue ». On y évoque brièvement les bases de la théorie de la
mesure, utilisée autant dans la théorie de l’intégration que dans celle des probabilités.

L’ensemble des théorèmes et des techniques liés au calcul intégral proprement dit (chan-
gement de variable, inversion d’intégrales et de limites ou de sommes) fait l’objet du
chapitre suivant : le physicien pressé d’utiliser un outil puissant sans lire tous les détails
de la notice peut donc directement passer au chapitre 3.

2.1 L’INTÉGRALE SELON B. RIEMANN

Une méthode pour définir ce qu’est l’intégrale d’une fonction f sur un segment
[a ; b ] est la suivante : on commence par découper le segment en n parties, plus ou
moins de la même taille d’environ (b − a)/n, en choisissant des réels

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b ;

puis on « approche » f par une fonction dont la valeur est constante sur chaque
petit intervalle, égale à celle de f au début de l’intervalle (figure 2.1 page suivante).

La somme des aires des petits rectangles est alors

Sn =
n∑

k=1

(xk − xk−1) · f(xk−1),

et l’on peut espérer que cette valeur va converger lorsque l’on fait tendre n vers
l’infini. Bien évidemment, pour que la convergence ait lieu, il suffit que les approxi-
mations de f s’améliorent avec l’augmentation de n, c’est-à-dire que les valeurs de
f sur un intervalle du style [x ;x+ ε ] soient d’autant plus proches de f(x) que ε
est petit. On reconnaît ici la notion de continuité1 de f . C’est exactement ce que
dit le théorème de Riemann, que nous préciserons.

1. En réalité, la démonstration du théorème de Riemann repose sur une propriété plus forte,
qui est l’uniforme continuité de f ; celle-ci découle de la continuité de f sur le compact [a ; b].
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Calcul intégral

3.1 L’INTÉGRABILITÉ EN PRATIQUE

Le physicien a souvent affaire à de « vraies » fonctions, dont l’étude néces-
site des arguments pratiques et pas seulement théoriques. Aussi, il est important
de connaître les techniques habituelles permettant de montrer l’intégrabilité de
fonctions. La méthode se déroule en deux temps :

— d’abord, trouver des critères pratiques, permettant de décider sur quelles
parties de R les fonctions usuelles (dites « étalon ») sont intégrables ;

— ensuite, établir des théorèmes de comparaison permettant de ramener l’étude
d’une fonction compliquée à celle de fonctions étalon.

3.1.a Fonctions étalon

On s’intéresse ici à des fonctions définies sur un intervalle semi-ouvert [a ; b [,
où b peut être un réel ou +∞ (le cas où l’intervalle est ]a ; b ] est complètement
symétrique, et l’on s’y ramène par changement de variable). C’est un cas très
général : l’intégrabilité sur R se ramène alors à l’intégrabilité à la fois sur [0 ; +∞ [
et sur ]−∞ ; 0].

PROPOSITION 3.1 (Intégrabilité d’une fonction positive) Une fonction positive
f : [a ; b [ → R+ et admettant une primitive F, est intégrable si et seulement si F
admet une limite finie en b. (De même pour une fonction définie sur ]b ; c ].)

Exemple 3.2 La fonction ln est intégrable sur ]0 ; 1]. Les fonctions x 7→ e−ax sont intégrables sur
[0 ;+∞ [ si et seulement si a > 0.

Remarque 3.3 L’intégrabilité est une propriété globale, et non locale. Si f est intégrable sur une
famille (Ak)k∈N d’intervalles, elle n’est pas forcément intégrable sur

⋃
k Ak.

PROPOSITION 3.4 (Fonctions de Riemann (tα)) La fonction fα : t 7→ tα est
intégrable sur [1 ; +∞ [ si et seulement si α < −1. Elle est intégrable sur ]0 ; 1] si
et seulement si α > −1.

PROPOSITION 3.5 (Fonctions de Bertrand (tα(ln t)β)) La fonction t 7→ tα(ln t)β

est intégrable sur [1 ; +∞ [ si et seulement si α < −1 ou (α = 1 et β < −1).
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Analyse complexe :
fonctions holomorphes

Nous consacrons maintenant quatre chapitres à la théorie des fonctions complexes d’une
variable complexe.

Dans ce chapitre, on introduit la notion de fonction holomorphe, c’est-à-dire de fonction
définie et dérivable sur un ouvert du plan1 complexe C ; la propriété la plus remarquable
est que l’hypothèse (faible) de dérivabilité entraîne, en violent contraste avec le cas réel,
la conséquence (nettement plus forte) d’infinie dérivabilité et même d’analyticité.

Nous étudierons ensuite (chapitre 5) des fonctions présentant des singularités en des
points isolés et holomorphes par ailleurs ; nous verrons que leur étude aura d’importantes
applications pour le calcul de nombreuses intégrales et sommes, notamment dans le calcul
des transformées de Fourier qui apparaissent en physique.

Les fonctions multivaluées (racine carrée, logarithme complexe...), les fonctions harmo-
niques et la méthode du col seront présentées au chapitre 6.

Enfin, le chapitre 7 exposera comment des techniques d’analyse conforme permettent
de résoudre élégamment certains problèmes de physique à deux dimensions, notamment
en électrostatique et en mécanique des fluides incompressibles, aussi bien qu’en théorie
de la diffusion et en physique des particules (voir également le chapitre 16).

4.1 FONCTIONS HOLOMORPHES

Alors que la dérivabilité dans R est un concept relativement peu contraignant2,
la dérivabilité dans le plan complexe (la « C-dérivabilité ») entraîne au contraire
de très nombreuses propriétés de régularité et rend les fonctions « rigides », dans
un sens qui sera précisé bientôt.

1. L’étude du plan complexe doit beaucoup aux travaux de Rafaele Bombelli (–)
qui utilisait l’imaginaire i pour résoudre des équations algébriques (il l’appelait « di meno », c’est-
à-dire « [racine] de moins [un] »), et du mathématicien suisse Jean-Robert Argand (–)
qui popularisa l’interprétation géométrique plane de C. On appelle parfois « plan d’Argand » le
plan complexe. C’est également Argand qui introduit le terme de module d’un nombre complexe.
La notation « i », remplaçant l’ancienne écriture

√
−1, est due à Euler (cf. page 57).

2. Une fonction f , définie sur un intervalle ouvert I de R et à valeurs dans R ou C peut être
dérivable en tout point de I sans que, par exemple, la dérivée soit continue. Ainsi, en posant
f(0) = 0 et f(x) = x2 sin(1/x) pour tout x non nul, la fonction f est dérivable en tout point
de R, f ′(0) = 0 mais f ′ n’est pas continue en 0 (elle n’y admet pas de limite). Il est possible
de construire des fonctions pathologiques, dérivables en tout point, mais dont la dérivée n’est
continue nulle part.
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Singularités et résidus

Certaines fonctions ne sont holomorphes que sur un ouvert privé d’un ou plusieurs
points, comme la fonction z 7→ 1/z, qui l’est sur C\{0}. Ces fonctions revêtent une grande
importance, les points en lesquels elles présentent une singularité ayant généralement une
signification physique1.

Nous présentons ici une étude des singularités d’une fonction, ainsi que la généralisation
du développement en série entière (valable sur un disque) d’une fonction sous la forme
d’une somme doublement infinie

f(z) =

+∞∑

n=−∞
an z

n = · · ·+ a−2

z2
+
a−1

z
+ a0 + a1 z + a2 z

2 + · · ·

valable quant à lui sur une couronne. Nous expliquons ensuite le théorème des résidus et
ses applications à de nombreux calculs.

5.1 SINGULARITÉS D’UNE FONCTION

Considérons une fonction complexe f , définie et holomorphe sur Ω\{a}, ouvert
privé d’un point. Les raisons qui font que f n’est pas holomorphe sur Ω sont a
priori de plusieurs types :

• f pourrait être continue2 en a sans y être dérivable ;
• f pourrait présenter une discontinuité en a, tout en restant bornée au voi-

sinage de a ;
• f pourrait ne pas être bornée en a.

En réalité, les deux premiers cas ne se produisent jamais — la continuité en a
entraîne l’holomorphie et le fait d’être bornée implique la continuité en a.

1. En théorie de la réponse linéaire, la fonction de réponse va être, selon les conventions,
disons analytique dans le demi-plan complexe supérieur, mais va présenter des pôles dans le
demi-plan inférieur [6]. Ces pôles correspondent à des énergies de différents modes. En physique
des particules, ils seront caractéristiques de la masse d’une excitation (particule) ainsi que de sa
durée de vie.

2. Plus précisément : pourrait admettre un prolongement par continuité en a.
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Compléments d’analyse
complexe

6.1 LOGARITHME COMPLEXE ; FONCTIONS MULTIVALUÉES

6.1.a Les logarithmes complexes

On cherche à étendre la fonction logarithme réelle x 7→ lnx, définie sur R+∗, à
la partie la plus large possible du plan complexe.

L’idée la plus naturelle est de revenir à l’une des définitions possibles du lo-
garithme réel : c’est la primitive de x 7→ 1/x qui s’annule en x = 1. Muni de
l’intégration complexe, on pose donc

∀z ∈ C∗ L(z)
déf.
=

∫

γ(z)

dw

w
, (.)

où γ(z) est un chemin du plan complexe reliant 1 à z et ne passant pas par 0 (pour
que l’intégrale soit bien définie). L’équation (.) définit-elle bien une fonction ?
La réponse est « oui » si tout choix du chemin γ conduit à une même valeur de
L(z), et « non » dans le cas contraire.

Ci-contre, on représente deux chemins γ1 et γ2 re-
liant 1 à z, mais passant d’un côté et de l’autre de
l’origine. Si l’on note γ le chemin composé de γ1 et
de −γ2, l’intégrale de 1/w sur γ est égale à 2iπ fois le
résidu en 0 (qui vaut 1) :

∫
γ
dw/w = 2iπ, donc∫

γ1

dw

w
=

∫

γ2

dw

w
+ 2iπ.

x

y

z

1

γ1

γ2

En conséquence, il n’est pas possible de définir de logarithme complexe sur le
plan privé de l’origine C∗ = C \ {0}.

Pour éviter ce genre de désagréments, privons le plan d’une demi-droite, par
exemple R− :
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Transformations conformes

Les transformations conformes sont des changements de variable w = f(z) dans le
plan complexe, donnés par une fonction f holomorphe ; un domaine Ω du plan est alors
transformé en un domaine Ω′ = f(Ω). Ces transformations vérifient deux propriétés
intéressantes : conservation des angles (utile en cartographie) et préservation des fonctions
harmoniques (c’est-à-dire de laplacien nul). La résolution d’un problème de type ∆ϕ = 0,
muni de conditions sur le bord ∂Ω, est alors changé en un problème similaire, avec des
conditions sur le nouveau bord ∂Ω′, qui peut être nettement plus simple.

Nous étudierons quelques exemples de transformations conformes connues, avant
d’aborder des applications à deux domaines de la physique où sont recherchées des fonc-
tions harmoniques : électrostatique et hydrodynamique.

7.1 TRANSFORMATIONS CONFORMES

7.1.a Généralités

Considérons un changement de variables f : (x, y) 7→ (u, v) =
(
u(x, y), v(x, y)

)

dans le plan R2 identifié à C. Ce changement ne mérite réellement son nom que
si f est localement bijective (on dit aussi localement bi-univoque) ; c’est le cas si
f est de classe C 1 et que son jacobien ne s’annule pas (celui de la transformation
inverse, parfois plus facile à calculer, est également non nul) :

∣∣∣∣
D(u, v)

D(x, y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u

∂x

∂u

∂y

∂v

∂x

∂v

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0 et

∣∣∣∣
D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂u

∂x

∂v

∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.

THÉORÈME 7.1 Lors d’un changement de variable complexe

z = x+ iy 7−→ w = f(z) = u+ iv,

si f est holomorphe, alors le jacobien de la transformation vaut

Jf(z) =

∣∣∣∣
D(u, v)

D(x, y)

∣∣∣∣ =
∣∣f ′(z)

∣∣2.
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Distributions I

Les chapitres 8 et 9 sont consacrés aux distributions qui font partie du paysage fami-
lier au mathématicien et sont l’objet de recherches pointues. Pourtant, les distributions
ont été introduites afin de résoudre des problèmes d’origine physique : distributions de
charges, équations différentielles menant à des solutions discontinues (ondes de choc),
mécanique quantique, etc.

Dans ce chapitre, on définit les distributions et leur dérivation, ce qui nous amènera à
revoir la notion de dérivation d’une fonction discontinue.

8.1 APPROCHE PHYSIQUE

8.1.a Problème des distributions de charges

En électrostatique classique, une particule ponctuelle de charge électrique q
située en un point r0 de l’espace ordinaire R3 produit, en tout point r de R3\{r0},
un champ électrostatique :

E(r) =
q

4πε0

r − r0
‖r − r0‖3

.

Lorsque plusieurs charges (qi, ri) sont présentes, la linéarité des équations de Max-
well nous assure la superposition des champs créés par chacune des charges :

E(r) =
1

4πε0

∑

i

qi
r − ri
‖r − ri‖3

. (∗)

Cependant, lorsqu’on travaille dans le domaine macroscopique, il est parfois
préférable de décrire la distribution des charges sous forme continue ; on la modélise
alors par une fonction ρ : R3 → R qui, à chaque point, associe la densité de charge
électrique en ce point. L’interprétation de la fonction ρ est la suivante : si r0 ∈ R3

et si d3r = dxdy dz est un volume élémentaire situé autour de r0, alors

ρ(r0) dxdy dz

représente la charge totale contenue dans dxdy dz.
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Distributions II

Dans ce chapitre, nous introduisons une distribution de grande utilité en physique :
la distribution « valeur principale de Cauchy », afin notamment d’établir la célèbre for-
mule, que l’on rencontre aussi bien en optique, en mécanique statistique, en mécanique
quantique qu’en théorie des champs :

1

x± iε
= vp

1

x
∓ iπδ.

Puis nous étendons la notion de convolution aux distributions. Nous nous intéressons en-
suite à la topologie des espaces de distributions et nous introduisons la notion d’algèbre
de convolution, qui nous mènera à celle de fonction de Green. Enfin, nous montrons com-
ment traiter dans un même élan la résolution d’une équation différentielle et l’inclusion
des conditions initiales dans la solution.

9.1 VALEUR PRINCIPALE DE CAUCHY

9.1.a Définition

On rappelle que la fonction x 7→ 1/x ne définit pas une distribution régulière,
car elle n’est pas intégrable au voisinage de x = 0. En revanche, on peut définir,
pour ϕ ∈ D , la quantité

vp

∫ +∞

−∞

ϕ(x)

x
dx

déf.
= lim

ε→0+

∫

|x|>ε

ϕ(x)

x
dx,

ce qui nous permet de définir la distribution vp(1/x), par
〈
vp

1

x
, ϕ

〉
= vp

∫ +∞

−∞

ϕ(x)

x
dx

déf.
= lim

ε→0+

[∫ −ε

−∞

ϕ(x)

x
dx+

∫ ∞

ε

ϕ(x)

x
dx

]
.

On généralise ainsi cette définition :

DÉFINITION 9.1 Soit x0 ∈ R. On définit la distribution valeur principale de
Cauchy vp 1

x−x0

par son action sur toute fonction-test ϕ ∈ D :

〈
vp

1

x− x0
, ϕ

〉
= vp

∫
ϕ(x)

x− x0
dx

déf.
= lim

ε→0+

∫

|x−x0|>ε

ϕ(x)

x− x0
dx.
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Espaces de Hilbert

10.1 INTRODUCTION : INSUFFISANCE DES BASES ALGÉBRIQUES

Afin de montrer l’insuffisance des espaces vectoriels munis des bases habituelles (qu’on appelle
bases algébriques), voici un petit problème : on note E = RN l’ensemble des suites à valeurs réelles.
E est manifestement un espace vectoriel, de dimension infinie. Or, la théorie générale de l’algèbre
linéaire nous enseigne que1 :

THÉORÈME 10.1 Tout espace vectoriel possède des bases algébriques.

La question est alors :

Pouvez-vous donner une base de E ?

(Avant de lire la suite, faites un essai !)

Vous avez peut-être pensé que la famille
{
(1, 0, 0, 0, . . . ), (0, 1, 0, 0, . . . ), (0, 0, 1, 0, . . . ), . . .

}
(∗)

est une base algébrique... Mais ce n’est pas vrai, car elle n’est pas génératrice ; pour le montrer,
rappelons d’abord quelques définitions.

DÉFINITION 10.2 (Base algébrique) Soit I un ensemble d’indices (pouvant être fini, dénom-
brable ou non dénombrable). Le sous-espace vectoriel engendré par la famille de vecteurs (xi)i∈I

d’un K-espace vectoriel E, que l’on note Vect
{
xi ; i ∈ I

}
est l’ensemble des combinaisons linéaires

(finies, par définition)

Vect
{
xi ; i ∈ I

} déf.
=
{
x =

∑
i∈I′

ai xi ; I′ ⊂ I fini et ai ∈ K
}
.

Si Vect{xi ; i ∈ I} = E, on dit que la famille (xi)i∈I est génératrice. Elle est dite libre si les
seules combinaisons linéaires (finies) nulles sont celles dont tous les coefficients sont nuls. Enfin,
elle est appelée base algébrique si elle est à la fois libre et génératrice.

1. Mais le théorème qui l’affirme ne donne pas de moyen de construire une telle base. Pire, il
utilise une version équivalente à l’axiome du choix, appelée lemme de Zorn et dont l’énoncé, fort
gracieux (« Soit Z un ensemble ordonné non vide tel que toute partie totalement ordonnée possède
au moins un majorant dans Z. Alors il existe dans Z au moins un élément maximal. ») met
cependant la puce à l’oreille du physicien : on ne pourra pas en tirer grand-chose de constructif !
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Séries de Fourier

11.1 INTRODUCTION

11.1.a Analyse et synthèse de Fourier

On doit à Joseph Fourier l’idée de décomposer toute fonction 2π-périodique
en une somme de fonctions sinusoïdales t 7→ eint, pour des valeurs entières de n.
Si une telle fonction f se décompose sous la forme

f(t) =
+∞∑

k=−∞
ck e

ikt, (∗)

il est aisé de « deviner » comment s’obtiennent les coefficients. En effet, un calcul
élémentaire donne, pour tous entiers n et k :

1

2π

∫ 2π

0

e−int eikt dt = δn,k. (∗∗)

Avec en tête la linéarité de l’intégrale, on peut raisonnablement espérer obtenir

cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(t) e−int dt. (∗∗∗)

Bien sûr, la linéarité ne suffit pas : une intégration terme à terme (c’est-à-dire un
échange

∑
/
∫
) a été effectuée et il faut la justifier.

L’objet de la théorie de Fourier est double :

• étudier le lien1 entre une fonction 2π-périodique et ses coefficients de Fou-
rier cn : c’est la partie analyse de Fourier ;
• étudier s’il est possible de reconstruire la fonction f à partir de la connais-

sance de ses coefficients cn : c’est la partie synthèse de Fourier.

1. Par exemple, nous verrons que plus la fonction f est régulière, plus la suite des coefficients
converge rapidement vers 0.
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Transformée de Fourier
des fonctions

Nous introduisons dans ce chapitre la transformation intégrale appelée « transformée
de Fourier », qui généralise au cas des fonctions f : R → C quelconques l’analyse de
Fourier des fonctions périodiques.

On commence par définir la transformée de Fourier pour les fonctions intégrables au
sens de Lebesgue (éléments de L1). Un des inconvénients de la transformée de Fourier
ainsi définie est qu’elle ne laisse pas l’espace L1 stable. On étendra donc cette définition
aux fonctions de carré sommable (éléments de L2), qui possèdent une interprétation
énergétique en physique. L’espace L2 étant stable, toute fonction de carré sommable
possédera une transformée de Fourier de carré sommable.

La transformation de Fourier a indéniablement été la révolution mathématique la plus
importante depuis la création du calcul différentiel et intégral, tant elle s’est révélée
indispensable dans de nombreux domaines des mathématiques, de la physique et de l’in-
génierie.

12.1 TRANSFORMÉE DE FOURIER D’UNE FONCTION DE L1

Dans ce paragraphe, on commence par définir et établir les principales proprié-
tés de la transformée de Fourier d’une fonction intégrable.

12.1.a Définition

DÉFINITION 12.1 Soit f une fonction, réelle ou complexe, d’une variable réelle.
On appelle transformée de Fourier (ou spectre) de f(t), si elle existe, la fonction f̂
de la variable réelle ν définie par :

f̂(ν)
déf.
=

∫ +∞

−∞
f(t) e−2iπνt dt.

On écrit alors symboliquement :

f̂ = F [f ] ou f̂(ν) = F
[
f(t)

]
.



C
h
a
p
it
re13

Transformée de Fourier
des distributions

13.1 DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS

On cherche maintenant à définir la notion de transformée de Fourier au sens
des distributions. L’intérêt est double :

1. Définir la transformée de Fourier des distributions, comme δ ou II⊥I.
2. Espérer étendre la transformation de Fourier à une plus grande classe de fonc-

tions ; notamment, les fonctions qui ne sont ni dans L1(R), ni dans L2(R)
mais qui interviennent constamment en physique, comme la fonction de Hea-
viside.

Afin de définir la transformée de Fourier d’une distribution, on commence,
comme on en a maintenant l’habitude, par se restreindre au cas, particulier, d’une
distribution régulière. On considère donc une fonction localement sommable. Et
là... on se souvient que, par malheur, « être localement sommable » n’est pas, pour
une fonction, une condition suffisante pour posséder une transformée de Fourier.

Restreignons-nous davantage et considérons une fonction f ∈ L1. Elle est in-
tégrable et, par voie de conséquence, localement intégrable ; aussi définit-elle une
distribution régulière (également notée f). Sa transformée de Fourier f̂ est conti-
nue, donc localement intégrable : elle définit, elle aussi, une distribution f̂ , dont
l’action sur une fonction-test ϕ est

〈f̂ , ϕ〉 =
∫ +∞

−∞
f̂(t)ϕ(t) dt =

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
f(x) e−2iπxt dx

)
ϕ(t) dt

soit, en utilisant le théorème de Fubini pour intervertir les deux intégrales (ce qui
est permis puisque f est supposée intégrable et que ϕ l’est nécessairement) :

〈f̂ , ϕ〉 =
∫ +∞

−∞
f(x)

(∫ +∞

−∞
e−2iπxtϕ(t) dt

)
dx =

∫ +∞

−∞
f(x) ϕ̂(x) dx = 〈f, ϕ̂〉 .

Ce calcul justifie la définition suivante :
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Transformation de Laplace

La transformation de Laplace unilatérale est une transformation intégrale, qui est
une sorte de généralisation de la transformation de Fourier pour les fonctions définies
sur [0 ;+∞ [. Son intérêt est double :

1. Elle évite l’emploi des distributions dans le cas où une fonction n’admet pas de
transformée de Fourier au sens des fonctions ;

2. Elle peut résoudre des problèmes décrits par des équations différentielles en prenant
en compte les conditions initiales, c’est-à-dire qu’elle permet de s’attaquer à un
problème de Cauchy ; un exemple physique est donné, celui de l’évolution libre du
champ électromagnétique.

14.1 DÉFINITION ET SOMMABILITÉ

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons à une transformation intégrale effec-
tuée sur les fonctions f qui sont nulles pour les valeurs négatives de la variable :
f(t) = 0 pour tout t < 0, aucune condition de continuité en 0 n’étant exigée. Par
exemple, la fonction t 7→ H(t) cos t.

Il est cependant fréquent que, dans la littérature concernant les transformées
de Laplace, le facteur H(t) soit omis ; nous nous conformerons à cet usage, sauf en
cas d’ambiguïté, et nous parlerons donc de la fonction t 7→ cos t, en sous-entendant
que cette définition est restreinte aux valeurs positives de t.

DÉFINITION 14.1 On appelle fonction causale toute fonction t 7→ f(t) nulle pour
les valeurs négatives de son argument :

f(t) = 0 pour tout t < 0.

14.1.a Définition

DÉFINITION 14.2 Si f(t) est une fonction réelle ou complexe, localement som-
mable, de la variable réelle t, on appelle transformée de Laplace (unilatérale)
de f(t) la fonction complexe notée Lf(p), ou F(p), de variable complexe p, définie
par :

Lf(p) déf.
=

∫ +∞

0

f(t) e−pt dt.
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Applications physiques de la
transformée de Fourier

15.1 JUSTIFICATION DE L’ANALYSE EN RÉGIME SINUSOÏDAL

Lors de l’étude d’un système linéaire1, une méthode courante est la suivante :

1) On considère les situations où le signal est purement monochromatique.
2) La réponse à un signal quelconque est la somme des réponses aux différentes

fréquences qui composent ce signal.

On justifie ensuite l’analyse sinusoïdale en disant

« Si l’on impose en entrée un signal sinusoïdal de pulsation ω donnée,
alors le signal de sortie est sinusoïdal de même mulsation ω. »

Pour fixer les idées, considérons l’exemple très scolaire d’un circuit RLC. Sup-
posons que le signal d’entrée soit la tension t 7→ u(t) aux bornes du circuit total
et le signal de sortie la tension t 7→ v(t) aux bornes de la résistance (c’est-à-dire,
à un facteur R près, l’intensité parcourant le circuit).

R
L

C
u(t) v(t)

En établissant l’équation différentielle liant u et v, on obtient l’égalité (valable
au sens des distributions) :

u =

[
L

R
δ′ +

1

RC
H+ δ

]
∗ v = D ∗ v,

1. Par exemple, un système mécanique formé de ressorts et de masselottes, ou bien un circuit
électrique comportant des composants linéaires comme des résistances, des condensateurs ou des
bobines, ou encore le champ électromagnétique libre, régi par les équations de Maxwell...
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Fonctions de Green

Ce chapitre n’est pas réellement un cours sur les fonctions de Green et l’on n’y introduit
pas vraiment d’objets ou de concepts nouveaux par rapport à ce qui précède. On montre
plutôt, au travers de quelques exemples physiques simples, comment les différentes tech-
niques déjà étudiées (transformations de Fourier et de Laplace, transformation conforme,
convolution, dérivation au sens des distributions) permettent de résoudre simplement
certains problèmes physiques liés à des équations différentielles linéaires.

Le premier problème est lié à la propagation des ondes électromagnétiques dans le
vide. On y établit ab initio la fonction de Green du d’alembertien ainsi que la formule
des potentiels retardés créés par une distribution quelconque de sources.

Le second problème est la résolution de l’équation de la chaleur, soit en utilisant des
transformées de Fourier, soit en utilisant celles de Laplace.

Enfin, on verra comment les fonctions de Green apparaissent naturellement en méca-
nique quantique.

16.1 GÉNÉRALITÉS SUR LES FONCTIONS DE GREEN

Considérons un système linéaire de signal d’entrée E et de signal de sortie S.
Celui-ci est décrit par une équation du type1

Φ(S) = E.

Ce que nous appelons ici « signal d’entrée » et « signal de sortie » peuvent être de
nature très diverse, comme :

— des signaux électriques dans un circuit (par exemple l’alimentation en entrée
et la réponse d’un composant en sortie) ;

— des charges et courants (entrée) et des champs électromagnétiques (sortie) ;
— des sources de chaleur (entrée) et une température (sortie) ;
— des forces (entrée) et une position ou une vitesse (sortie).
L’opérateur Φ est linéaire et continu. Il peut dépendre de variables comme le

temps ou la position. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons au cas où il est
invariant par translation (temporelle ou spatiale)2. La plupart du temps, Φ est un
opérateur différentiel (comme un laplacien, un d’alembertien, etc.).

1. Et non pas S = Φ(E), ce qui serait beaucoup plus simple. En théorie de la diffusion de la
chaleur, par exemple, le « signal de sortie » est la température T(x, t), tandis que celui d’« entrée »

est la source de chaleur ρ(x, t). Ils sont reliés par une équation de la forme c ∂T
∂t
− µ△ T = ρ.

2. Un exemple non invariant par translation a été traité ponctuellement au paragraphe 7.2.b
page 169.
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Bras, kets
et toutes ces sortes de choses

17.1 RAPPELS DE DIMENSION FINIE

Dans cette section, on considère un espace vectoriel E, sur le corps K des
réels ou des complexes, de dimension finie n, muni d’un produit scalaire (·|·) et
d’une base orthonormée B = (e1, e2, . . . , en). On rappelle quelques propriétés élé-
mentaires concernant le produit scalaire, les bases orthonormées et l’adjoint d’un
endomorphisme ; ces résultats seront à rapprocher de ceux qui seront donnés pour
la dimension infinie, et qui sont sensiblement différents.

17.1.a Produit scalaire et théorème de représentation

À chaque vecteur a ∈ E, on peut canoniquement associer une forme linéaire ϕa
définie par

ϕa : E −→ K

x 7−→ (a|x) .
Lorsque E est de dimension finie, l’application a 7→ ϕa est même un isomorphisme
d’espaces vectoriels entre E et son dual E∗ :

THÉORÈME 17.1 (Théorème de représentation) L’espace E est isomorphe à son
espace dual E∗. En particulier, pour toute forme linéaire ϕ sur E, il existe un
unique a ∈ E tel que ϕ = ϕa, c’est-à-dire

∀x ∈ E ϕ(x) = (a|x) .

Démonstration « abstraite » : Les espaces E et E∗ étant de même dimension finie, et l’ap-
plication Φ : a 7→ ϕa étant linéaire, il suffit de prouver qu’elle est injective pour conclure
que c’est un isomorphisme. Soit a ∈ KerΦ, c’est-à-dire un vecteur tel que (a|x) = 0 pour
tout vecteur x ∈ E. En particulier, (a|a) = 0 donc a = 0, ce qui achève la démonstration.

Remarque 17.2 (Démonstration effective : représentation matricielle de a et de ϕa)
Soit B = (e1, e2, . . . , en) une base orthonormée de E. Notons M la matrice représentative de
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Tenseurs

Je suis le tensoriel, le vieux, l’inconsommé
Le printemps d’Arabie à la tourbe abonnie

Ma simple étole est molle et mon lynx consterné
Pose le solen noué de la mélanémie.

El Desdonado, variations sur S + 7 par Raymond Queneau
d’après El Desdichado de Gérard de Nerval [89].

Dans ce chapitre, peu de détails seront donnés sur la manipulation pratique des ten-
seurs, sur les recettes de calcul usuelles, gymnastique d’indices, contractions, reconnais-
sance du caractère tensoriel, etc. De nombreux et excellents ouvrages [9,37,51,76,80,118]
établissent ces règles. (Et font souvent beaucoup plus !)

Ici, on se concentrera sur la construction mathématique des tenseurs, afin de compléter
la vision « calculatoire » du physicien. Ce chapitre est donc déconseillé aux physiciens qui
voudraient faire leurs tous premiers pas avec les tenseurs. Il est plutôt écrit pour ceux
qui ont commencé à manipuler des tenseurs et voudraient comprendre ce qui se cache
derrière.

Ce chapitre étant purement introductif, nous ne considérerons que des tenseurs dans des
espaces plats. Il ne sera donc pas question de transport parallèle, de fibrés, de connexions
ou de symboles de Christoffel. Le lecteur désireux d’en savoir davantage est renvoyé aux
classiques de géométrie différentielle, comme Cartan [27].

18.1 TENSEURS DANS UN ESPACE AFFINE

Si K est le corps R ou C, on identifiera E = Kn, espace vectoriel de dimension n
(généralement 4), à un espace affine E de même dimension. On munira E d’une base
B déf.

= (eµ)µ = (e1, . . . , en). (On adopte ici la convention typographique de Misner et
al. [86], qui différencient les quadrivecteurs e des vecteurs tridimensionnels e.)

18.1.a Vecteurs

Soit u un vecteur de E , c’est-à-dire un élément de Kn. Il existe alors une
décomposition unique de u comme combinaison linéaire des vecteurs de B :
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Formes différentielles

Dans tout ce chapitre, E est un R-espace vectoriel de dimension finie n, que
l’on identifie avec Rn au moyen d’une base B = (e1, e2, . . . , en). Les cordonnées
dans cette base sont notées génériquement x1, x2, . . . , xn.

19.1 FORMES DIFFÉRENTIELLES DE DEGRÉ 1

19.1.a Définition

Soit F : Rn → R une fonction réelle sur E = Rn, que l’on suppose différentiable en tout
point1. La différentielle de F en un point a est la forme linéaire, notée dFa ou dF(a), valant

dF(a) =
n∑

k=1

∂F

∂xk
(a) dxk

qui à un vecteur h = (h1, h2, . . . , hn) associe le nombre2

dF(a) · h =
n∑

k=1

∂F

∂xk
(a)hk.

La différentielle de F est l’application

dF: Rn −→ L (Rn,R),

a 7−→ dF(a).

Supposons F de classe C k+1 ; alors les fonctions fi = ∂F/∂xi sont de classe C k, et la fonction
dF est un exemple fondamental de ce qu’on appelle une forme différentielle de degré 1 et de
classe C k.

Plus généralement, une forme différentielle de degré 1, ou 1-forme différen-
tielle, de classe C k est une application

ω : U ⊂ Rn −→ L (Rn,R),

x 7−→ ω(x)

1. Des rappels de calcul différentiel élémentaire sont disponibles dans l’annexe B page 569, et
d’autres sur les formes linéaires dans l’annexe A page 557.

2. On utilise ici la convention ϕ · h pour indiquer le résultat de l’application d’une forme ϕ
sur un vecteur h, que l’on écrit plus communément ϕ(h) : en effet,

[
dF(a)

]
(h) est bien moins

lisible que dF(a) · h.
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Groupes
et représentations de groupes

20.1 GROUPES, MORPHISMES, REPRÉSENTATIONS

20.1.a Groupes

DÉFINITION 20.1 Un groupe multiplicatif (G, ·) est un ensemble G muni d’une
loi interne « · » et tel que

• « · » est associative sur G : (g · h) · k = g · (h · k) ;
• (G, ·) admet un élément neutre e, c’est-à-dire un élément de G tel que pour

tout g ∈ G, on a e · g = g · e = g ;
• tout élément de G est symétrisable, c’est-à-dire que pour tout g ∈ G, il

existe un élément h ∈ G tel que g · h = h · g = e. Ce symétrisé est unique :
on le note g−1 et on l’appelle inverse de g.

Un groupe (G, ·) est dit abélien ou commutatif si sa loi est commutative, c’est-à-
dire si g · h = h · g pour tous g, h ∈ G.

Remarque 20.2 (Groupes additifs) Dans de nombreux groupes abéliens, la loi interne est assi-
milable à une addition : on convient alors de la noter « + », le symétrique d’un élément g étant
noté −g et le neutre « 0 ».

C’est le cas notamment des groupes (Z,+) et (Z/nZ,+).

Exemple 20.3 (Groupe linéaire) L’ensemble GLn(R) des matrices carrées inversibles d’ordre n,
muni du produit de matrices, est un groupe ; il est non abélien dès que n > 2.

Exemple 20.4 (Groupe de symétries) L’ensemble des opérations de symétrie qui laissent inva-
riante la configuration d’équilibre d’une molécule, muni de la loi de composition des applications,
est un groupe.

Exemple 20.5 (Rotations vectorielles du plan) L’ensemble des rotations de l’espace vectoriel R2

(rotations laissant l’origine invariante) est un groupe commutatif.

Exemple 20.6 Considérons l’espace orienté E = R3 muni de sa structure euclidienne ; notons G
l’ensemble des rotations (transformations actives) de E de centre 0. Alors, (G, ◦) est un groupe
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Introduction aux probabilités

La statistique est la science qui permet de prouver que 99,99 % des hommes
ont un nombre de jambes supérieur à la moyenne.

La théorie des probabilités a pour objet de modéliser mathématiquement la notion,
difficile à appréhender par ailleurs, de hasard ; une confrontation avec l’expérience permet
ensuite d’apprécier la pertinence de cette modélisation.

Celle-ci recouvre, en général, une connaissance incomplète d’un système. Cette incom-
plétude peut être fondamentale (par exemple, dans le cas de la désintégration d’une
particule), ou effective (dans le cas du lancer d’un dé ou d’une pièce1, ou de l’étude du
mouvement brownien d’une poussière dans un fluide, il « suffirait » de connaître position
et vitesse initiales de chacune des particules du système pour que le hasard disparaisse).

La théorie des probabilités s’intéresse à ce qu’il est possible de dire d’un événement
lorsqu’une « expérience » est réalisée un grand nombre de fois.

Elle ne s’occupe pas seulement d’événements « aléatoires » (dans les deux sens précé-
dents) ; elle permet aussi de décrire de façon simple des distributions compliquées, comme
dans la théorie du signal ou dans l’imagerie, en dégageant des notions de statistique.

Enfin, elle permet de tenir des discours sur tel ou tel événement et, le cas échéant, de
faire prendre des vessies pour des lanternes. Bien que cette pratique soit de celles que
l’on ne saurait conseiller, il est utile de connaître un minimum ces techniques, aussi bien
pour la vie scientifique (certains résultats sont présentés comme probants2, alors qu’une
analyse statistique les donne au contraire comme très certainement inintéressants), que
pour la vie de tous les jours d’un citoyen responsable.

Ce chapitre a pour but d’introduire les notions élémentaires de la théorie des proba-
bilités, ainsi que le vocabulaire particulier qui est utilisé : événement, probabilité condi-
tionnelle, indépendance.

Le chapitre 22 présentera les variables aléatoires et les concepts associés : loi, espérance,
écart-type, corrélation.

Enfin, le chapitre 23 présentera la notion de convergence des variables aléatoires, avec
deux théorèmes fondamentaux : la loi des grands nombres et le théorème central limite.
Des applications à l’approximation des variables aléatoires en seront déduites.

1. Dans le cas du tirage à pile ou face, le mathématicien et ancien prestidigitateur Persi
Diaconis a montré qu’il existait un biais dans le résultat du tirage (voir [41]), biais qu’un
prestidigitateur peut bien sûr exploiter.

2. C’est le tristement célèbre cas de la « mémoire de l’eau », voir [24] pour une analyse
détaillée.
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Variables aléatoires

Hasard ?
Mets que font les fripons pour les sots qui le mangent.

Point de hasard !

Victor Hugo
Ruy Blas, acte IV, scène vii.

22.1 QU’EST-CE QU’UNE VARIABLE ALÉATOIRE ?

L’univers Ω peut être un ensemble vaste, et difficilement descriptible (par
exemple, si chaque élément ω est la description complète des positions et vitesses
de 1023 particules et si Ω est l’ensemble de tous les ω possibles). Or, très souvent,
nous ne nous intéressons qu’à une donnée numérique issue de ω, par exemple, la
pression ou l’entropie associée à cette description d’un gaz1. Notons X cette don-
née ; puisqu’elle dépend de la réalisation particulière ω du hasard, X est en réalité
une application de Ω dans R. On définit donc une variable aléatoire réelle comme
une application X : Ω→ R — et l’histoire pourrait s’arrêter là.

Il faut hélas travailler un peu plus pour obtenir un fondement théorique sain. En effet,
nous aurons à nous poser des questions du genre : « quelle est la probabilité que la variable X
prenne ses valeurs dans l’intervalle I ? » ou, ce qui revient au même, « quelle est la probabilité de
l’ensemble des ω tels que X(ω) ∈ I ? ». Ce dernier ensemble n’est autre2 que X−1(I). Si l’on veut
pouvoir donner une probabilité associée à chaque intervalle I, il convient donc que chaque image
réciproque X−1(I) fasse partie de l’ensemble T sur lequel la probabilité P est définie. Afin de
pouvoir utiliser des propriétés de σ-additivité, il faudra imposer cette condition, non seulement
aux intervalles, mais également à toutes les parties de R engendrées par ces intervalles : l’ensemble
B(R) des boréliens de R.

1. C’est un point capital : contrairement à ce qui se passe en Analyse, où la structure de
l’ensemble de départ est cruciale (pour définir la notion de continuité, ou celle de dérivabilité par
exemple), avec les variables aléatoires, seul le résultat compte !

2. Rappelons que, si f est une application d’un ensemble E vers un ensemble F, et si B est une
partie de F, alors on définit f−1(B) =

{
x ∈ E ; f(x) ∈ B

}
. Il n’existe a priori pas d’application

f−1 (puisque f n’est pas supposée bijective) ; mais la notation f−1(B) est correctement définie
pour toute partie B de E.
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Théorèmes limites
en probabilités

Guildenstern (Flips a coin.) : The law of averages, if I have got
this right, means that if six monkeys were thrown up in the air for
long enough they would land on their tails about as often as they
would land on their —
Rosencrantz : Heads. (He picks up the coin.)

Tom Stoppard, Rosencrantz & Guildenstern are dead [111]

23.1 INTRODUCTION

Une simple expérience de pensée comme une succession infinie de tirages à pile
ou face nous met en présence de résultats de type théorèmes limites. Ci-dessous,
nous représentons l’histogramme de la loi du nombre de pile obtenu lors de n
tirages : Sn = X1+X2+ · · ·+Xn, où Xk est la variable valant 1 si le k-ième tirage
amène pile et 0 sinon (la probabilité d’obtenir pile étant ici p = 0,6) ; les valeurs
successives de n sont 20, 40 et 160.

k

P{S20 = k}

0 2012
k

P{S40 = k}

0 4024

k

P{S160 = k}

0 16096
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